LB1 Funktionale Zusammenhange: Nullstellen ganzrationaler Funktionen - Musterlésungen

Ganzrationale Funktionen: f(x)=a,x" +a, X" +...+a,x> +a,x* +a,x+a, mit a,xe R und ne N

Eigenschaften:
¢ Definitionsbereich D, =R

e Im gesamten Definitionsbereich stetig.
e Funktion n-ten Grades besitzt hdchstens n reelle Nullstellen.

Nulistellen allgemein: a x"+a, x"" +...+a;x% +a,x* +a,x+a, =0

1) Grad n=1 > f(x)=a,x+a, > Lineare Funktionen f(x) =mx +n

m — Anstieg n — Absolutglied
fir m =0 genau eine Nullstelle x, =—-2

fir m=0 und n#0 > f(x)=n - keine Nullstelle
fir m=0 und n=0 > f(x) =0 -> unendlich viele Nullstellen

2) Grad n=2 - f(x) =a,x* +a,x +a, > Quadratische Funktionen

allgemeine Form: a,x* +a,x+a, =0 - Division durch a,!

Normalform: x® +px+q=0

- 1. Lésungsweg: Lésungsformel x,, = —%i\lé—q

- 2. Lésungsweg: Satz des VIETA X, -Xq, =q und Xg; + Xg, =—Pp
(geeignet, wenn p und q ganze Zahlen sind)

Bsp.1) 3x®+9x-54=0 |:3 Normalform erzeugen

x? +3x-18=0 > Lo6sungsformel: x,, :—%i\/m:—%i% > X=3 X,=-6
Satz des VIETA: X;,=3 X, =-6,da 3-6=-3 und 3-(-6)=-18
Bsp. 2) —6x2-5x+6=0 |: (-6) Normalform erzeugen

2 e . - - —
x®?+2x-1=0 > Losungsformel: X,,=-S+ 2+ =_5+18 3 X, =% x,=-3

S
kN
S
kN

L2 ,
fir & > q zwei reelle Nullstellen
L2 ,

fir £ =q eine reelle Nullstelle

R ,
fur & <q keine reelle Nullstelle

3) Grad n=3 > f(x)=a,x* +a,x* +a,x +a, = Funktionen dritten Grades

Far Gleichungen dritten Grades gibt es zwar eine Lésungsformel, diese ist aber sehr umfangreich!
Wir 16sen hier nur solche Gleichungen schriftlich, die nur ganzzahlige Koeffizienten a; besitzen.
Bsp.) x*-7x-6=0
1. Schritt: Finden einer Nullstelle durch systematisches Probieren
- geeignet sind nur ganzzahlige Teiler des Absolutgliedes (hier: -6)
> also: 1, (-1), 2, (-2), 3, (-3), 6, (-6)
> esist (-1)®-7(-1)-6=0 > -1 ist eine Nullstelle > Xq =1
2. Schritt: Teilen des Ausgangspolynoms durch (x —gefundene Nullstelle)

Dieses Verfahren nennt man auch Polynomdivision.
(Beide Polynome missen von der gréBten zur kleinsten Potenz von x sortiert sein!)

> (x*-7x-6):(x+1)=x>-x-6 da x®:x=x?

—(x® +x?) da x®-(x+1) =x*+x?
—-x2-7x-6 da (x®-7x-6) —(x* +x?)=—x®-7x-6
—(-x%=x) da —x-(x+1)=—x®—x
—-6x—-6 da —x2-7x-6 —(—x*—x)=—-6x—-6
—(—-6x—6) da —6-(x+1)=-6x-6

0

da —6x—6 —(-6x—6)=0
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3. Schritt: Restpolynom 0 setzen und quadratische Gleichung I6sen

> x®-x-6=0 > Xgp =3 Xp3 =-2
Damit hat die Funktion f(x) =x® —7x—-6 die Nullstellen Xo; ==1 Xg =3 Xg3 =2
> Esgilt: f(x)=x®-7x-6=(x+1)-(x=3)-(x+2)

Verallgemeinerung:

Sind Xy, Xgp» Xgg - Xon di€ Nullstellen der Funktion f(x) = x" +a, X" +...+2,x°> +a,x* +a,x +a,, so gilt:

f(x)=Xx"+a, X" +..+2;x> +a,x® +ax+a, = (X—Xg;) - (X =Xgp) - (X =Xgg) eee (X = Xgp,)

Die Faktoren (X —Xq), (X—=Xg), (X —Xq3)-..(X —Xq,) Nennt man Linearfaktoren.
(x kommt in jedem Faktor nur linear vor.)

4) Grad n >3 - Funktionen héheren Grades

Zur Lésung von Gleichungen héheren Grades kann man wie folgt vorgehen:
1. Finden einer Nullstelle durch ,Systematisches Probieren” (ganzzahlige Teiler von a,) > X,

2. Polynomdivision (Teilen durch (x —x,,) ) > Restpolynomn—-1. Grades

3. Restpolynom 0 setzen und I&sen. (Wiederholung der Schritte 1 und 2)
Irgendwann ist Restpolynom nur noch quadratisch und kann mit Losungsformel geldst werden.

Lésungsverfahren fiir spezielle Gleichungen hoheren Grades:

1) Faktorzerlegung (Ausklammern der kleinsten Potenz von x)
Bsp.) 2x* +7x% —4x® =0 > Ausklammern von 2x*
2x* - (x* +Lx—-2)=0 - Ein Produkt ist 0, wenn einer der beiden Faktoren 0 ist.

> 2x?=0 oder x* +Zx-2=0 > Xo; =0 oder Xp; =% Xg3 =—4

2) Substitutionsverfahren
Geeignet, wenn alle Exponenten von x einen gréBten gemeinsamen Teiler groBer als 1 haben.

Bsp. 1) x*—13x* +36=0 - Substitution: x> =z > z*-13z2+36=0 > z,, =4 2z, =9
Riicksubstitution: x* =4 > Xg =2 X =2 -
oder X2 =9 > Xo5 =3 Xo =3
Bsp. 2) x®+5x®+4=0 - Substitution: x*=z > 2°+52+4=0 > z,, =4 2z, =-1

Riicksubstitution: x® = -4 > Xy =3Y-4 =-15874
oder x*=-1> Xg =-1
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