LB 3: Extremwertprobleme - Lésungen

1. Ein Zaun von 40m Lange soll dazu verwendet werden, eine rechteckige Flache mit groRtmdoglichem Inhalt
einzuschlie3en.
Man ermittle die L&nge |, die Breite b und den maximalen Flacheninhalt A!

0. Skizze:

[
1) Zielfunktion: A(l,b) =Ib

2) Nebenbedingung: u=2+2b=40-> 1=20-b

3) Umformen der Zielfunktion: A(b) =(20—-b)-b =20b —b?
4) Extremstelle(n): A'(b)=20-2b-> 20-2b=0 > b, =10
5) Nachweis des Maximums: A’(b)=-2 > Maximum

6) restl. Werte: I. =10, A, =100m?

Antwort:
Die rechteckige Flache muss ein Quadrat mit der Seitenlange 10m sein. Der max. Flacheninhalt betragt
100m2,

2. Vor einer Werkhalle soll ein rechteckiger Lagerplatz mit einer Flache von 450m? angelegt werden. Dazu ist
der Platz an 3 Seiten zu umzaumen, an der 4. Seite begrenzt ihn die Werkhalle. Die Abmessungen des
Lagerplatzes sollen so gewahlt werden, dass die Gesamtlange des Zaunes minimal wird.

Berechnen Sie fir diesen Fall Lange und Breite des Platzes und die Gesamtléange des Zaunes!

0. Skizze:

Werkhalle

Lager-
platz
I

1) Zielfunktion: z(l,b) = 2b +

2) Nebenbedingung: A =Ib=450-> |:4T50

3) Umformen der Zielfunktion: z(b)=2b +%

4) Extremstelle(n): z'(b) =2 — 4b520 N 2—%0 ~0 |0?> by, =15 [by, = ~15] entfall
. - . 900 -
5) Nachweis des Minimums: z (b) = ~ >0 > Minimum

6) restl. Werte: I =30, z=60
Antwort:
Der Platz muss 15m breit und 30m lang sein. Die Zaunlange betragt 60m.
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LB 3: Extremwertprobleme - Lésungen

3. Auf einem Baugrundstiick, das die Form eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Kathetenlangen 80m und
100m hat, soll eine Halle mit rechteckiger Grundflache errichtet werden.
Bei welchen Abmessungen wird die Hallenflache am grofiten?

0. Skizze:

100-1 |
1) Zielfunktion: A(L,b)=1b

2) Nebenbedingung: grof3es Dreieck ist dem griinen und lila Dreieck &hnlich > 80 = 80-b__b

- >
100 | 100-I

|=100-%b bzw. b=80-¢
3) Umformen der Zielfunktion: A(b) =1000—2b? bzw. A(l)=801—£I
4) Extremstelle(n): A'(b)=100-%b bzw. A'()=80- I
> 100-5b=0 bzw. =80-£1=0
> by =40 bzw. | =50
5) Nachweis des Maximums: A’(b) =—-% <0 bzw. A'(l)=-2& <0-> Maximum
6) restl. Werte: I =50, b, =40

Antwort:
Die Hallenflache wird am grof3ten, wenn sie 40m breit und 50m lang ist.

4. Der Querschnitt eines 25m langen Tunnels besteht aus einem Rechteck mit aufge-
setztem Halbkreis (siehe Abbildung). Der Umfang der Querschnittsflache betragt 18m.
Wie ist der Radius des Halbkreises zu wahlen, damit das Tunnelvolumen mdglichst
grof3 wird?

0. Skizze:

1) Zielfunktion: V(r,h) = (2rh + £r?)- 25
2) Nebenbedingung: u=2r+2h+nr=18 > 2h=18-2r—ur > h=9-r-2r
3) Umformen der Zielfunktion: V(r) = (r-(18—2r—nr)+gr2)-25:25-(18r—(2+g}2)

4) Extremstelle(n): V'(r)=25-(18-2(2+2)-r) > 25-(18-2(2+%)-r)=0 > 1. = % ~252 > h~252

5) Nachweis des Maximums: V'(r) = 25 (- 4 — ) < 0 Maximum

Antwort:
Der Radius des Halbkreises muss 2,52m groR sein.
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LB 3: Extremwertprobleme - Lésungen

5. Ein Kreisausschnitt PQM habe einen Flacheninhalt von A =100m2. b
Bestimmen Sie den Radius und die Lange des Kreisbogens b fir den Fall, dass der QQ
Umfang des Kreisausschnittes minimal wird!

1) Zielfunktion: u(r,b)=2r+b

2) Nebenbedingung: b:u=100:7r? > L:if) > p=290
2nr r

3) Umformen der Zielfunktion: u(r) = 2r +@
r

4) Extremstelle(n): u'(r)=2- 220 > 1, =10 [ry, =-10] entfallt
r
. - L 400 -
5) Nachweis des Minimums: u (r) = —— >0 = Minimum
r

6) restl. Wert: b, =20

Antwort:
Der Radius des Kreisausschnittes muss 10m und der Kreisbogen 20m grof? sein.

6. Einem geraden Kreiskegel mit gegebenem Grundkreisdurchmesser d und Hohe h soll der Kreiszylinder mit
groltmaglichem Volumen einbeschrieben werden, so dass sein Grundkreis auf dem des Kreiskegels liegt.
Bestimmen Sie fir diesen Fall den Grundkreisradius, Hohe und Volumen des Kegels!

0. Skizze:

I,

PE——
1) Zielfunktion: V,(r,,h,)=nrZ-h,

2) Nebenbedingung: h_h h,=h.""z
ror-r, r

3) Umformen der Zielfunktion: V,(r,) = nr; 122 —n—hrz3 +mh-r}
r r

4) Extremstelle(n): V,(r,) = —3—nhr§ +2nh-r, > —3Tnhrzz +2nh-r, =0
r

> r,-(2r-3r,) > [rye = 0] entfallt rye, =27
5) Nachweis des Maximums: V,(r,) = 7TTh~(2r —6rz) > V,(4r)=-2rnh <0 > Maximum
6) restl. Werte: h,c =1h und V, =4 - nr’h

Antwort:
Der Radius des Kreiszylinders muss 2 mal so grol3 sein wie der Radius des Kreiskegels.

Die Hohe des Kreiszylinders muss 1 mal so grof? sein wie die Hohe des Kreiskegels.

Das Volumen des Kreiszylinders ist maximal - mal so groR3 wie das Volumen des Kreiskegels.
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