LB 4: Bestimmtes Integral, Flaichenberechnung - Musterldésungen

Y,
Problem:
Zu berechnen ist der Flacheninhalt unter dem Graphen
der Funktion f(x) im Intervall [a; b]! /
A f{x)
(in der Abbildung gelb gezeichnet)
[s) a b X

Lésung:

1) Zerlegung des Intervalls [a; b] in n gleich groBe Teilintervalle der Breite % = AX

2) Bilden der unteren und oberen Rechtecksumme: |s, = Zf(xi)Ax und |s, = Zf(x.)-Ax

n
i=1 i=1

3) Grenzwertbildung fir n — e bzw. Ax=0

Definition: Der gemeinsame Grenzwert der unteren und oberen Rechtecksumme heiB3t bestimmtes Integral der

Funktion f(x) im Intervall [a; b] .

b
Das heiBt: A=lims =lims, =ff(x)dx
Ax—0—  Ax—=0 3

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Ist f eine in [a; b] stetige Funktion und F eine zu f geh6rende Stammfunktion, so gilt:

Tf(x)dx =F(b)—F(a) = [F(X)I

Beispiel 1:

(Cx2+8x—1)dx=[-1x*+3x2 - xS =—1.125+3.25-5-(—1.8+3.4-2)= —145

N — 1

Beispiel 2: Flacheninhalt unter Graph der Funktion f(x) =x+2 im Intervall [1; 3]?

f(0+f(3) ,_3+5 ,_gre

A) Trapezformel: > A=
2 2

3
B) Integralrechnung: > j(x+2)dx =[ix*+2x]P=2+6-(1+2)=105-25= 8FE
1

Eigenschaften bestimmter Integrale:

b a a b c c
1) [f)dx==[f(x)dx 2) [f(x)dx=0 3) [f(x)dx+ [f(x)dx = [f(x)dx
a b a b

a a

© Meinelt 2007-08-05




LB 4: Bestimmtes Integral, Flachenberechnung - Musterldésungen

Flachenberechnung

Falle: I) Il D}
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Bsp. zu |) Flache unter f(x)=x2 +4x+5 im Intervall [a;b] =[-3;1]

1
> [(x2+4x+5)dx =[1x° +2x® +5x]'; =1 +2+5-(-9+18-15)=131 > A=134FE
-3

Bsp. zu ll) Flache unter f(x) =—x® —4x—-5 im Intervall [a;b] =[-3;1]
1

j(— X2 — 4x - 5)dx

-3

3

1
> [(x?—ax-5)dx =[-3x® ~2x2 ~5x]', = ~13¢ > A=
-3

=131FE

b
[f(x)dx

a

- Zusammenfassung aus lund ll: A= , falls f(x) in [a; b] keine Nullstellen besitzt!

Bsp. zu lIl) Flache unter f(x) = (x? —4)- (1-x) im Intervall [a;b] = [-3;3]

jf(x)dx

j'f(x)dx

2

+ + Jz'f(x)dx +

1

- Nullstellen von f(x): X =—2 Xg =1 Xip3=2 > A=

]?f(x)dx
-3

-2 1 2 3
GTR > [f(x)dx=858 [f(x)dx~-1125 [f(x)dx =058 [f(x)dx=-392 > A=2433FE
-3 -2 1 2

Bsp. zu IV) Flache zwischen f(x) =x? +2 und g(x)=-x-2 im Intervall [a;b] = [-1;1]

- Schnittstellen beider Graphen: x* +2=-x-2 > x> +x+4=0 - keine Schnittstellen
b

[ (f(x) - g(x))dx

a

Jl(x2 +x+2)dx

—1

Jl(x2 +2—(-x—2))dx

—1

> A= > A= :|[%x3+%x2+4x]11|:8%FE

x und g(x) =4x?+2x vollstandig eingeschlossene Flache!

2+2x > x*-x*-6x=0 > x,=-2 x,=0 x;=3

0

[ () - gx))dx

-2

> A= + > GTR: A =178FE +5,25FE = 7,03FE

3
[[(F(x) —g(x))dx

0

Bsp. zu VI) Flache zwischen f(x) = x* =1 und g(x) = x+1 im Intervall [a;b] =[-2;3]
- Schnittstellen beider Graphen: x> —1=x+1> x* -x-2=0 > x,=-1 X, =2

_ 3
[[(f(0) - g(x))dx [ (F(x) - g(x))dx

-2

2

[ (F() — g(x))dx

1

> A= +

+ > GTR: A = 183FE + 4,5FE +183FE =~ 8,16FE
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