LB 6: Vektorrechnung - Musterlésungen

Jedem Punkt P (x; y; z) im Raum (R®) wird i1
X 7 ~ ~ N
eineindeutig ein Ortsvektor OP = y | zugeordnet. 6 ~ B (9;8;8)
z 5 i
AN |
In nebenstehender Abbildung wird z.B. dem Punkt 41 Fa 35 |
5 1/ I
I I
A (5; 3; 5) der Ortsvektor OA =| 3 | und dem Punkt H/1 I
1 I
5 1 0 |I ! T T T T T
9 3.2 o273 45 6 78 9%y
— 654 _——-— \J’)\ ~ | ,’/
B (9; 8; 8) der Ortsvektor OB =| 8 | zugeordnet. 98 . ~ -
8
. 9) (5 9-5 4
Den entstehenden Vektor AB kann man wie folgt berechnen: AB=OB-OA =|8|-|3|=|8-3|=|5
8) |5 8-5 3

In Worten: Der Vektor ﬂ?; ist die Differenz aus dem Ortsvektor des Punktes B und dem Ortsvektor
des Punktes A

Rechnen mit Vektoren:

2 -3 2+(-3) -1
Addition zweier Vektoren: 4|+ -2|=|-4+(-2)|= [6
5 2 5+2 7
2 -3 2-(-3) 5
Subtraktion zweier Vektoren: | -4 |-|-2|=|-4-(-2) [—2
5 2 5-2 3
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl (Vielfaches eines Vektors):
-3) (-4:(-9)) [ 4
~4.1 6 |=| 46 |=| -8
9 _%.9 -12

Lange (Betrag) eines Vektors:

4
Bsp.: a=|-3| > Léange (Betrag): H =42 +(-8)2+72 =474 ~ 8B0LE
7
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LB 6: Vektorrechnung - Musterlésungen

Anwendungen:
1. Mittelpunkt einer Strecke:
geg.: A (-5; -2; 4) und B (3; -4; -6) ges.: M Mittelpunkt von AB

Skizze: A

-5 8 -1
Lsg.: OM=0OA+4-AB > OM=|-2[+4:| =2 |=|-3| > M (-1, -3, -1)
4 -10) \-1)
2. Schwerpunkt eines Dreiecks:
geg.: A (-5;-2;4), B (3;-4;-6) und C (-1; 3; 0) ges.: S Schwerpunkt von AABC
Skizze: C Lsg.:
-1 0 -1
0S=0C+%-CM; > OS=| 3 |+2.|-6|=| -1
0 1) -2
> S(--1-% -
Es gilt: ® - Koordinaten des Schwerpunktes sind arithmetisches

S teilt die Seitenhalbierenden im Mittel der Eckpunktkoordinaten!
Verhaltnis 2:1

3. Umfang eines Dreiecks:
geg.: A (-5;-2;4), B (3;-4;-6) und C (-1; 3; 0) ges.: Umfang u von AABC
Lsg.: u :|ﬁ|+|@|+|ﬁ| ~ 30,56LE

8

|ﬁ|= —2 [ =64+ 4+100 =+/168 ~ 12,96LE
~10
—4

|@|: 7 |=+16+49+36 =~/101 ~ 10,05LE
6
—4

|(ﬁ|= —5|=+16+25+16 = /57 ~ 755LE
4
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LB 6: Vektorrechnung - Musterlésungen

Das Skalarprodukt zweier Vektoren:

a,) (b,
Def.: aob= |5| |5| -cos[] (5,5) Berechnung: | a, o/ b, |=a,b, +a,b, +a,b,
a,) \b,
5 4
Bsp.:|-4|o| 1 |=20-4+6=22
-3) -2
Anwendung: Mit Hilfe des Skalarproduktes lasst sich der Winkel zwischen zwei Vektoren berechnen.
5 -4
Bsp. 1: a- Winkel zwischen den Vektoren | -3 | und | 1
-2 -5
5 -4
—3lo| 1
> cosa=r2 \72) Z20-3+10 13 _ a5, 5 0 -1090°
5Y|-4] <3842 159 E—
30 1
-2) |\-5
2 -4
Bsp. 2: B - Winkel zwischen den Vektoren | 3 | und | 1
-1 -5
2 -4
3 || 1
-1) {-5) -8+3+5 0
> cosp= AN —M.M—OQB 90
3 1
1) -5
> Merke:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann Null, wenn beide Vektoren senkrecht aufeinander
stehen!

© Meinelt 2007-07-03




LB 6: Vektorrechnung - Musterlésungen

Das Vektorprodukt zweier Vektoren:
Def.: axb=c mit folgenden Eigenschaften: Berechnung:

1 6= sinD@b) ) () |1 1K faybmab,
o o a, |x|b, |=la, a, a,=|a,-b,-a,-b,
Z)EDf und c[Jb a,) \b,) o, b, b,| la,b,-a,-b,
3) a, b und ¢ bilden ein Rechtssystem
5 4 i ]k 8+3 11
Bsp.:|-4|x| 1 [=5 -4 -3/=/-12+10|=|-2

N

-3)\-2) 4 1 -2 5+16 1

Anwendung: Mit Hilfe des Vektorproduktes lasst sich berechnen:
1) ein Vektor, der auf der von zwei Vektoren aufgespannten Flache senkrecht steht und
2) der Flacheninhalt des von zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

5 -4
Bsp. 1: Vektor n, der auf der von den Vektoren | -3 | und | 1 aufgespannten Flache senkrecht steht
-2 -5
5Y (-4) |i j k| (17
n=|-3[x| 1|=|5 -3 -2=|33
-2) \-5) -4 1 -5 \-7
5 -4
Bsp. 2: Flacheninhalt des von den Vektoren | -3 | und | 1 | aufgespannten Parallelogramms
-2 -5
17
A=| 33 |=+17?+33% +49 ~ 37,8FE
-7

Das Spatprodukt zweier Vektoren:
Def.: (EXB)oE heiBt Spatprodukt der drei Vektoren a, bundc

Anwendung: '
Der Betrag des Spatproduktes ist ein MaB fiir das

\
Volumen des durch die drei Vektoren a, b und ¢ \
aufgespannten Spates. \
\
Den Kérper, dessen Seitenflachen ‘ 3 - - =
Parallelogramme sind, nennt man auch
3

Parallelepiped.

3 -5 -4
Bsp.: Volumen des durch die Vektoren | -2 |, | 6 |und | —1 | aufgespannten Spates
4 2 2
3) (-5)) (-4 3) (-5) |i j Kkl (-28
Lsg.: V=|[|-2]|x| 6 |[|o| -1 NR:[-2|x| 6 |=|3 -2 4/=|-26
4 2 2 4 2 -5 6 2 8
-28) (-4
V=|-26c| -1|=[112+26+16|= 154VE
8 2
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