LB 6: Untersuchung von Lagebeziehungen - Musterlésungen

Ubersicht iiber mégliche Lagebeziehungen

Punkt P-Gerade g

Punkt P-Ebene E

Gerade g,-Gerade g,

Gerade g—Ebene E

Ebene E, -Ebene E,

-Peg
-Peg

-PeE
-PeE

- g, windschief zu g,
- g, schneidet g,

- 911G,

-0 =0

- g schneidet E

-9llE
-gcE

- E, schneidet E,
- E1 || Ez
- E, =E,

Lagebeziehungen Punkt P — Gerade ¢

Punkt P liegt genau dann auf Gerade g (P € g), falls der Ortsvektor des Punktes P die Geradengleichung

von g erfullt.

Bsp. 1)

>

Bsp. 2)

P(1;2;-2)undg: |y

P(1;2;-3)und g: |y

X 2
=0 |+t-
1

N

=0 |+t-
z 1

1 2 1

> 2
-3 1

Lagebeziehungen Punkt P — Ebene E

3

1

-2

3

0 [+t-]|—2| wahre Aussage fir t=—1 > Peg

-2

3

0 [+t-| —2| falsche Aussage firalle te R > Peg

Punkt P liegt genau dann in Ebene E (P e E), falls der Ortsvektor des Punktes P die Ebenengleichung von E

erfullt.

Bsp. 1) P(-1;1; 3) und E: | y

~1) (1
> 1]=|0
3) (2

Bsp. 2) P(1; 1; 3) und
1 1
>(1|=|0

3 2

X 1 0 2
=|0|+r-|2]|+s-|1
z 2 1 0
0 2
+r-|2|+s-| 1
1 0
X 1 0 2
E:|y|=|0]|+r:|2]|+s-|1
z 2 1 0
0 2 ) 1=1+2s| —»s=0
+r-|2|+s-[1| > I)1=2r+s
1 0 M3=2+2r| -r=05

wahre Aussage fir r=1und s=-1 > PcE

in Il) 1=2 falsche Aussage > P2 E
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LB 6: Untersuchung von Lagebeziehungen - Musterlésungen

Lagebeziehungen Gerade g, -- Gerade g,

1. Schritt: Uberpriifung der linearen Abhéngigkeit der beiden Richtungsvektoren
A) Falls Richtungsvektoren linear unabhéngig sind:
Annahme, dass sich g, und g, schneiden - Geraden gleich setzen (Gleichungssystem GS)
a) Wenn das GS eine Lésung hat - Geraden schneiden sich
b) Wenn das GS keine Lésung hat > Geraden verlaufen windschief zueinander
B) Falls Richtungsvektoren linear abhangig sind:
a) Wenn Punkt P, der Geraden g, die Gleichung der Geraden g, erfillt oder umgekehrt 2 |g, = g,

b) Wenn Punkt P, der Geraden g, die Gleichung der Geraden g, nicht erfillt oder umgekehrt > |g, || 9,

X 2 -2 X 3 5
Bsp.1) g,:|y|=|-1|+r- |15 |und g,: |y |=|5|+s-| 3
z 1 1 z 2 -1
-2 5
> |15 |=k-| 3 | falsche Aussage fir alle ke R - Richtungsvektoren sind linear unabhangig
1 -1

- Annahme, dass sich g, und g, schneiden
) 2-2r =3+5s ) -2r-5s =1

> ) —1+15r =5+3s|> ) 15r-3s =6|GTR:> r=2 und s=-1-> ¢, schneidet g,
1) 1+r =2-s i r+s =1

>rin g, odersin g, einsetzen: > Schnittpunkt S(-2;2;3)

X 2 -2 X 3 2
Bsp.2) g,:|y|=|—-1|+r-|15|und g,: |y |=|5|+s:| 4
z 0 1 z 2 -1
-2 2
2> |15 |=k-| 4 | falsche Aussage fir alle ke R - Richtungsvektoren sind linear unabhangig
1 -1

- Annahme, dass sich g, und g, schneiden
N 2-2r =3+2s ) -2r-2s =1
> ) —1+15r =5+4s|> 1) 15r-4s =6 |GTR: > keine Lésung > g, Wwindschief g,

1) r =2-s i r+s =2
X 2 -2 X 3 4
Bsp.3) g,: |y |=|-1|+r- |15 |und g,: |y |=|5|+sS-| -3
z 0 1 z 2 -2
-2 4
- | 15 |=k-| -3 | wahre Aussage fir k =-05 - Richtungsvektoren sind linear abhangig
1 -2
- Annahme, dass sich P, auf g, liegt
) 2 =3+4s
> Il) -1 =5-3s |- keine Lésung > 9 119,
m 1 =2-2s
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Lagebeziehungen Gerade g — Ebene E:

1. Schritt: Bilden des Skalarproduktes aus Richtungsvektor der Geraden und Normalenvektor der Ebene

A) Skalarpodukt =0 > gschneidetE

B) Skalarpodukt =0:
a) Wenn Punkt P der Ebene E die Gleichung der Geraden g erfiillt > g<E

b) Wenn Punkt P der Ebene E die Gleichung der Geraden g nicht erfiillt > g||E

0 7
Beispiele: geg.: E: y} 1]+r| 2 [+s:|1| > n=[ 3 | > E: 7x+3y-z-9=0
X
y
z

3 X 2 -1 X 2 1
0i: :4+t1~ yi=|-1|+t,-] 3 O;: |y |=|-1|+t,-| -3
1 [z 2 2 z 3 -2
1) Lagebeziehung zwischen g, und E: > 3} =23+#0 > g, schneidet E
7 -1
2) Lagebeziehung zwischen g, undE: > | 3 |o| 3 |=0
2
2> P, (2; -1;2)inE: 7-2+3-(-1)-2-9=0 wahre Aussage
>g,cE
7 1
3) Lagebeziehung zwischen g, undE: > | 3 |o|-3|=0
-1) (-2
> P,(2;-1;3)inE: 7-2+3-(-1)-3-9=0 falsche Aussage
> slE

Lagebeziehungen Ebene E, — Ebene E,:
1. Schritt: Ermitteln beider Normalenvektoren

A) Normalenvektoren sind linear unabhéngig > E; schneidet E,
B) Normalenvektoren sind linear abhéngig
a) Wenn Punkt P, der Ebene E, die Gleichung der Ebene E, erfilillt oder umgekehrt > E; =E,

b) Wenn Punkt P, der Ebene E, die Gleichung der Ebene E, nicht erfilllt oder umgekehrt > E, || E;
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Schnittwinkel

Zweier Geraden Gerade und Ebene Zweier Ebenen
B 5, W Quak 52
a a
g, E Eq
aob aon oo
COSV = 1= siny =< CoS Y = ———
iF i T
Beispiel: Beispiel: Beispiel:
X -1 4 X -1 4 E,: x+3y-5z-4=0
gt |y|=| 3 |+ 1 g:|y|=| 3 [+t 1 E,: 3x-2y+z-4=0
z -4 -3 z -4 -3 1 3
X 4 -2 E: 3x-2y+z-4=0 3 o] -2
O |y|=|-2]|+t,-] 2 4 3 -5 1
2> cosy=————-
2) o) 1 ]o[-2 Y e ra
(2 5 sinyob Y L __ 8 _os61a
1 || 2 MNP J35.14
> —3) U1 1 _ o660 > ¥ =088
cosy = = ~0, -
V26 -4/9 V2614
-9 > y=215°
—| | ~ 05883 > v =540° hd
3-4/26
Abstande:

Zweier Punkte P, und P,

Punkt P — Ebene E

B ¥, )
R(Xs ¥i5 Z9)

P(x; ¥; 2)

d=yxo = x,f +(y, -y f + (2o -2,

Hilfsebene E L g .
> ENg={L} > d=PL

Koordinaten von P in
hessesche Normalform

(HNF) von E einsetzen > d

> d=41+18% +362 ~ 415LE

Beispiel: Beispiel: Beispiel:
P,(3;-1; 2) und P, (-2; -4; -3) P(3; 0; -2) und P(3; 0; -2) und
52 132 452 X 2 0 E: 4x-2y+z-3=0

g:|y|= —1|+t-| 2 - HNF von:

> d:@ z 3 -1 4X—2y+z—3:0
>E:2y-z+D=0 V2l
>(3:;0:-2)inE: 24D=0 > D=—2 | g-48-20-2-3
>E: 2y-z-2=0 V21
>ginE: 2(-1+2t)-(3-t)-2=0 N 7 ~153LE
> t=14 > ting: > L(2;1,8;1,6) Vel
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