Wabhlbereich: Komplexe (imaginare) Zahlen C - Musterlésungen

Definition: Jedes geordnete Zahlenpaar (a;b) mit a,b eR ist eine komplexe Zahl.

Darstellung komplexer Zahlen:

1. Punkte in der GAUSSschen Zahlenebene 2. Pfeil (Vektor) vom Punkt O (0; 0) ausgehend
Imz Imz
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--------- 12345678 Rez
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3. Komplexe Normalform:

z=a+b.i
Imaginérteil von z{lm z)
Realteil von z {(Re z)

Satz: Die Menge der reellen Zahlen ist eine echte Teilmenge der Menge der komplexen Zahlen.
kurz: RcC

Beweis: Menge der reellen Zahlen sind alle Punkte der Re z-Achse der Form (&;0) und damit eine
echte Teilmenge der GAUSSschen Zahlenebene.

Definition: i? = -1 bzw. i=+/—-1.

Fundamentalsatz der Algebra: Eine Gleichung n-ten Grades hat immer genau n komplexe Lésungen.

Beispiel: z2-2z+5=0 mit zeC
> zlzzli,/_4 > z,=1+2i z,=1-2i

Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Zwei komplexe Zahlen z; =a; +b,i und z, =a, +b,iwerden addiert/subtrahiert, indem man ihre Realteile
addiert/subtrahiert und ihre Imaginarteile addiert/subtrahiert.
> |z1£2, =(a,+8,) + (b, £by)i]

Bsp.: z,=2+3i, z, =—4+2i, z3=4-3i, z, =-4-3i
a) z,+2z,=-2+5i b)z,-z,=6+i ¢C)z+23=6 d) z;—2z3=-2+6i
€) 2,+2Z,+23+2,=-2—-1 f)z1-2,+23-2,=14+1 Q) 2,-2,—-23-2,=6+7i

Multiplikation komplexer Zahlen

Zwei komplexe Zahlen z; =a, +b;i und z, =a, +b,iwerden wie folgt multipliziert:

>|2,-2, =2, 3, +a,-byi+a, byi—b;-b, =(a,-8, —b; -b,) + (8, -b, +a, b))

Bsp.: z,=2+3i, 2, =—4+2i, z3=4-3i, 2, =-4-3i
a) z,-z, =-14-8i b) z,-z;=17+6i ¢) z;-z, =1-18i
d) z,.-z; =-10+20i e) z,-z,=22+20i f) z;3-2,=-25
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Wabhlbereich: Komplexe (imaginare) Zahlen C - Musterlésungen

Definition: Die Zahl z=a—b-i nennt man die zur komplexen Zahl z=a+b-i
konjugiert komplexe Zahl.

Anschaulich gesehen ist die konjugiert komplexe Zahl das Spiegelbild von z an der Re z-Achse.

Division komplexer Zahlen

Zwei komplexen Zahlen werden dividiert, indem man den Quotienten mit der konjugiert komlexen Zahl des
Nenners erweitert.

S _fl

Bsp.. z,=2-3i z,=3+i > z,=3-i
z, 2-3i_(2-3i)-(3-0) _6-2i-9i-3

L Gk Y = 03-11i
zZ, 3+i (B+i0)-(3-10) 9+1 —_—
4. Polarform einer komplexen Zahl
Imz -
z=a+bei mit r =va® +b? und tang :g folgt:
r b r =|z| nennt man den Betrag der komplexen Zahl z
0 >a=r-cosPundb=r.sin?

>|z=r(cosP+i-sinP)

ol a Re z

Umwandeln von Normalform in Polarform und umgekehrt

Bsp.1) z=—2-3i > r=+4+9=413
> tanp=15 > ¢~563° > ¢~180°+563° ~ 2363°
> z=+/13-(c0s2363° +i-5n2363°)

Bsp. 2) z=4-(cos12® +i-sn120() 2> a=4cosl20r =—

> b=4sin120° = 2./3 ~ 3,464
> z=-2+3464.i

Multiplizieren und Dividieren komplexer Zahlen in Polarform

z,=r,-(cose, +i-sine,) und z, =r, -(COSQ, +i-Sine,)

.. Z I ..
2 2,-Z, =11, -(COS(@, + ;) +i-Sin(p; +¢,)) und Z_l:r_l'(cos((Pl_(P2)+l-SIn((P1_(Pz))

2 2

Bsp.: z, =3-(cos30°+i-sin30°) und z, =2-(cos60°+i-sin60°)
> z,-2,=6-(c0s90°+i-sin90°) = 61

Probe: zl=3-%\/§+%-i und 22=1+\/§~i

21-22:(3-%\/§+%~i) (1+\/_ )—%\/— 2.+2.i-2/3=6"i

> %:%~(cos(—30°)+i-sin(—30°)):%(%@—%-i): 3J3-3.
] aveTat
—_— i=3-% 3+%-i=(3 3+3- )(1—\/§~i)=%\/§—%i+%-i+%\/§:%\/g_%‘l
Z,  1+4/3.i (1+J_ i)-L-3-i) 1+3
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Wabhlbereich: Komplexe (imaginare) Zahlen C - Musterlésungen

Potenzieren komplexer Zahlen

Satz von MOIVRE: Wenn z=r-(cose+i-sing), dann gilt: zX =r*.(cosk-@+i-sink-¢) mit ke Z

Bsp.: z=4-(cos30°+i-sin30°) > z% =256-(cos12® +i-sin120°)

Radizieren komplexer Zahlen

§n@* kr-]ssoo

Es gilt: Wenn z=r-(cose+i-sing), dann gilt: ’\‘/E:Q/F~(coscp+kr']360°+i~
mit neN und ke{0;%...,n—-1}

Bsp.: z=125-(cos12® +i-sin120°) > %z =?
k=0: = z,=5-(cos40°+i-sin40°)
k=1: - z,=5-(cos16(+i-snl160)
k=2: 2 z,=5-(c0s280°+i-sin280°)

5. Exponentialform einer komplexen Zahl

Eulersche Formel: cosg+i-sing=e'"

Definition: z=r-€" mit r=va’ +b* und tang =2 heilt Exponentialform

e gibt nur tiber ¢ Auskunft; |e"*°| -1

> e'* ist eine komplexe Zahl, die auf einem Kreis mit dem Radius 1 liegt.

Bsp.. ¢=0°: > e =1
e=90°: > e =i
=180 > " =1
=270 > e =]
=301 > e =cos30°+i-sin30° =13 +1.i

-2
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